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TÓM TẮT 

Phương trình trạng thái của kim loại Rh được nghiên cứu dựa trên phương pháp 

thống kê moment có kể đến các đóng góp phi điều hòa do dao động nhiệt của mạng 

tinh thể. Chúng tôi thực hiện các tính toán số cho kim loại Rh đến áp suất 50 GPa, 

và suy ra module nén khối 0 250,12K = GPa và đạo hàm bậc nhất theo áp suất 

1 5,23K =  bằng cách làm khớp phương trình trạng thái của chúng tôi với phương 

trình trạng thái Vinet. Ngoài ra, chúng tôi cũng khảo sát ảnh hưởng của áp suất đến 

độ dịch chuyển trung bình bình phương hay hệ số Debye-Waller của Rh. Các tính 

toán lý thuyết của chúng tôi cho thấy sự giảm mạnh của thể tích tương đối và hệ số 

Debye-Waller của kim loại Rh khi áp suất tăng, đặc biệt là ở vùng áp suất nhỏ hơn 

10 GPa. 

Từ khóa: Phương trình trạng thái, hệ số Debye-Waller, phương pháp moment, 

áp suất cao, Rh 

1. Giới thiệu 

Rhodium (Rh) là một kim loại quý, 

nổi tiếng với khả năng chống ăn mòn và 

oxy hóa vượt trội ngay cả ở nhiệt độ cao. 

Kim loại này đóng vai trò quan trọng 

trong việc tăng cường độ bền của hợp 

kim, là vật liệu chủ chốt trong cặp nhiệt 

điện ở nhiệt độ cao (Tougas, Amani, & 

Gregory, 2013) và các quá trình khử xúc 

tác (Dey & Dhal, 2020). Ngoài ra, các 

hạt nano Rh được sử dụng như chất xúc 

tác điện để sản xuất năng lượng xanh từ 

hydro (Jiang et al., 2021). Các đồng vị 

của Rh cũng được ứng dụng trong công 

nghệ hạt nhân, đặc biệt là trong các sản 

phẩm phân hạch và tái chế chất thải hạt 

nhân (Swift et al., 2019). 

Kim loại Rh có cấu trúc tinh thể lập 

phương tâm diện (Face-centered cubic – 

FCC) và được các nghiên cứu lý thuyết 

dự đoán ổn định cấu trúc đến áp suất 

500 GPa (Cazorla, Alfè, & Gillan, 

2008; Smirnov, 2023). Sự ổn định cấu 

trúc này góp phần vào đặc tính nhiệt độ 

nóng chảy cao, độ cứng và tính trơ hóa 

học của Rh (Yusenko et al., 2019). Tuy 

nhiên, các nghiên cứu thực nghiệm về 

tính chất vật lý của kim loại này ở áp 

suất cao vẫn còn hạn chế. Các nghiên 

cứu với tế bào đế kim cương (Diamond 

anvil cell – DAC) đã nén kim loại Rh 

đến khoảng 83 GPa ở nhiệt độ phòng 

(Young, Cynn, Söderlind, & Landa, 

2016). Điều này làm nổi bật nhu cầu 

nghiên cứu thêm để hiểu rõ hơn về tính 

chất của Rh trong điều kiện khắc nghiệt. 

Phương trình trạng thái và tính chất 

nhiệt động của Rh ở áp suất và nhiệt độ 

cao là những chủ đề nghiên cứu quan 

trọng. Phương trình trạng thái của kim 

loại này đã được xác định từ các thí 

nghiệm sóng xung kích (Swift et al., 
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2019; Walsh, Rice, McQueen, & 

Yarger, 1957) và nén tĩnh (Frost, Smith, 

McBride, Smith, & Glenzer, 2023; 

McHardy et al., 2024; Young et al., 

2016; Yusenko et al., 2019). Tuy nhiên, 

trong hiểu biết của chúng tôi, độ dịch 

chuyển trung bình bình phương (Mean-

squared displacement – MSD) và hệ số 

Debye-Waller của Rh ở áp suất cao vẫn 

chưa được nghiên cứu. Khoảng trống 

kiến thức này đặc biệt gây trở ngại cho 

các ứng dụng liên quan đến động học và 

gia nhiệt của kim loại Rh ở áp suất cao. 

Chẳng hạn MSD có vai trò quan trọng 

trong nghiên cứu nhiệt độ nóng chảy 

của vật liệu dựa trên điều kiện nóng 

chảy Lindemann. 

Trong nghiên cứu này, chúng tôi 

thực hiện nghiên cứu phương trình 

trạng thái, MSD và hệ số Debye-Waller 

phụ thuộc áp suất của kim loại Rh bằng 

phương pháp thống kê moment (Vu, 

Tran, Vu, Duong & Ho, 2018; Nguyen 

& Vu, 1988; Nguyen & Vu, 1990). Các 

tính toán số cho Rh sẽ được thực hiện 

lên đến áp suất 50 GPa. Trước tiên, 

chúng tôi xem xét sự phụ thuộc của áp 

suất vào sự thay đổi thể tích tương đối. 

Từ đó chúng tôi xác định được module 

nén khối và đạo hàm bậc nhất theo áp 

suất dựa trên việc làm khớp kết quả lý 

thuyết của chúng tôi với phương trình 

trạng thái Vinet trong gần đúng bình 

phương tối thiểu. Các kết quả thu được 

sẽ được so sánh với các phép đo thực 

nghiệm và các tính toán lý thuyết trước 

đây để kiểm nghiệm các phương pháp 

lý thuyết được sử dụng. 

2. Phương pháp nghiên cứu 

Phương pháp thống kê moment là 

một phương pháp được phát triển từ cơ 

học thống kê và được sử dụng hiệu quả 

trong nghiên cứu các tính chất nhiệt 

động và cơ học của vật liệu (Masuda-

Jindo, Vu, & Pham, 2003; Vu, Tran, 

Vu, Duong & Ho, 2018). Trong phần 

này, chúng tôi tóm lược một số kết quả 

chính của phương pháp thống kê 

moment trong nghiên cứu tính chất 

nhiệt động của tinh thể.  

Giả thiết hệ lượng tử có 

Hamiltonian là 

0
ˆ ˆ ˆ  ,= −H H V     (1)  

với α là tham số và V̂ là toán tử tùy ý. 

Khi đó, năng lượng tự do của hệ có 

thể được xác định bởi (Nguyen & Vu, 

1988) 
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trong đó 0  là năng lượng tự do ứng 

với Hamiltonian 
0Ĥ . 

Áp dụng phương pháp thống kê 

moment cho hệ tinh thể có cấu trúc 

FCC, các tác giả thu được biểu thức 

năng lượng tự do của hệ như sau 

(Nguyen & Vu, 1988) 
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N là số hạt trong hệ, 2=  x , 

coth=X x x , = Bk T  (kB là hằng số 

Boltzmann), m là khối lượng nguyên tử, 

và các tham số k, γ1 và γ2 được định 

nghĩa là 
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Trong lý thuyết nhiệt động lực học, 

chúng ta có mối liên hệ giữa áp suất P 

và năng lượng tự do ψ như sau 

3

    
= − = −   

    

 r
P

V V r
,     (5) 

với r là khoảng cách giữa các nguyên tử 

và V là thể tích của hệ. 

Thay biểu thức năng lượng tự do 

(3) vào biểu thức (5) chúng ta có thể dễ 

dàng thu được phương trình sau 

(Nguyen & Vu, 1988) 

01 1
,

6 2

  
= − +   


u k

Pv r X
r k r

   (6) 

với =v V N là thể tích nguyên tử và 

( )0 =io i

i

u r  là tổng thế năng tác 

dụng lên nguyên tử thứ 0. 

Phương trình (6) cho chúng ta mối 

liên hệ giữa áp suất, nhiệt độ và thể tích 

hay phương trình trạng thái của tinh thể 

đó. Bằng cách giải phương trình (6) 

chúng ta có thể thu được khoảng cách 

lân cận gần nhất giữa hai nguyên tử 

( ),r P T  ở nhiệt độ T và áp suất P. Do 

đó, sự thay đổi thể tích tương đối (hay 

còn gọi là hệ số nén) của tinh thể tại 

nhiệt độ T khi áp suất tăng từ 0 lên P có 

thể được xác định bởi  
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trong đó V0 là thể tích của hệ ở áp suất 

không. 

Hơn thế, khi xem xét tổng các ngoại 

lực tác động lên nguyên tử trung tâm có 

kể đến lực phụ p do dao động nhiệt của 

mạng tinh thể, các tác giả đã thu được 

phương trình vi phân sau 
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trong đó = iy u . 

Phương trình vi phân phi tuyến bậc 

hai (8) có nghiệm gần đúng là độ dời 

0y  được xác định bởi (Masuda-Jindo, 

Vu, & Pham, 2003; Nguyen & Vu, 

1988) 
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với các hệ số ( 1,6)=ia i  có dạng như ở 

tài liệu (Nguyen & Vu, 1988). 

Hệ số A1 có dạng (Nguyen & Vu, 

1988) 
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Ngoài ra, trong phương pháp thống 

kê moment chúng ta có mối liên hệ giữa 

các moment bậc một và bậc hai như sau 

(Nguyen & Vu, 1988) 
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trong đó, 1 =  nếu  = , và 0 =  

nếu .   

Sử dụng phương trình (11), chúng 

ta dễ dàng thu được biểu thức xác định 

được MSD của nguyên tử ở nhiệt độ T  

( ) ( )2 2

0 1 1= + + −


y A X
k

u T .  (12) 

Tại áp suất P và nhiệt độ T, biểu 

thức của ( )2 ,u P T  có thể được viết lại 
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với ( ), P T , ( ),k P T  và độ dời 
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 P T
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k P T
được 

tính ở áp suất P và nhiệt độ T. 

3. Kết quả và thảo luận 

 Trong phần này, dựa trên các kết 

quả giải tích đã trình bày ở phần trước, 

chúng tôi sẽ thực hiện tính toán số cho 

kim loại Rh đến áp suất 50 GPa. Ở đây 

chúng ta cũng cần lưu ý rằng, Cazorla 

và cộng sự đã dự đoán cấu trúc của Rh 

ổn định ở pha FCC ít nhất đến áp suất 

500 GPa (Cazorla et al., 2008). Giả sử 

rằng, tương tác giữa các nguyên tử 

trong hệ Rh có thể được mô tả bởi thế 

Lennard-Jones có dạng (Magomedov, 

2021) 

( ) 0 0 ,
    

= −    
−      



b a
r rD

r a b
b a r r

 (14) 

trong đó D là năng lượng phân ly, r0 là 

giá trị khoảng cách cân bằng, a và b là 

các tham số không thứ nguyên. Đối với 

kim loại Rh, giá trị của các tham số thế 

được sử dụng để tính số là 

11203,27BD k = K; 0 2,6847r = Å; m = 

3,45 và n = 5,88  (Magomedov, 2021).  

Trên hình 1, chúng tôi biểu diễn sự 

thay đổi thể tích tương đối V/V0 của Rh 

khi áp suất tăng đến 50 GPa ở nhiệt độ 

phòng. Ở hình vẽ này, ngoài kết quả 

tính toán lý thuyết, chúng tôi cũng đưa 

vào dữ liệu thực nghiệm đo bằng 

phương pháp nhiễu xạ tia X trong DAC 

(Frost et al., 2023) và thí nghiệm đốt 

nóng bằng laser của McHardy và cộng 

sự (McHardy et al., 2024) để so sánh. 

Như có thể quan sát trên hình 1, giá trị 

tỉ số V/V0 của kim loại Rh thay đổi 

(giảm) đáng kể theo áp suất. Ngoài ra, 

chúng ta cũng có thể thấy rằng mối 

quan hệ áp suất-thể tích của Rh trong 

dự đoán lý thuyết từ phương pháp thống 

kê moment của chúng tôi khá phù hợp 

với kết quả thực nghiệm của McHardy 

và cộng sự (McHardy et al., 2024), và 

phù hợp tốt với phép đo được thực hiện 

bởi Frost và cộng sự đến áp suất 50 

GPa. Kết quả này cho phép chúng tôi 

kết luận rằng sự kết hợp giữa phương 

pháp thống kê moment và thế năng 

Lennard-Jones có thể dự đoán tốt sự 

thay đổi thể tích tương đối V/V0 theo áp 

suất (tức là phương trình trạng thái) của 

kim loại Rh. 
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Hình 1: Sự thay đổi thể tích tương đối của kim loại Rh dưới áp suất. Kết quả thực 

nghiệm của Frost và cộng sự (Frost et al., 2023), McHardy và cộng sự (McHardy et 

al., 2024) cũng được chúng tôi biểu diễn để so sánh 

Ngoài ra, thực hiện làm khớp kết 

quả của phương pháp thống kê moment 

với phương trình trạng thái Vinet 

(Vinet, Ferrante, Rose, & Smith, 1987) 

trong gần đúng bình phương tối thiểu, 

chúng tôi thu được giá trị của module 

nén khối K0 và đạo hàm bậc nhất của nó 

theo áp suất K1 tại P = 0 của Rh tương 

ứng là 0 250,12K = GPa và 1 5,23.K = Ở 

đây chú ý rằng, phương trình trạng thái 

Vinet có dạng sau (Vinet et al., 1987) 
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 (15) 

Giá trị K0 và K1 trong nghiên cứu 

của chúng tôi phù hợp tốt với kết quả 

( )0 241,3 65K =  GPa và K1 = 5,34(24) 

của Frost và cộng sự (Frost et al., 2023), 

và ( )0 257 2K =  GPa và K1 = 5,44(8) 

của McHardy và cộng sự (McHardy et 

al., 2024). Các kết quả này của 0K và 

1K được chúng tôi tóm lược ở bảng 1 

cùng với giá trị sai số của phương pháp 

thống kê moment so với kết quả thực 

nghiệm. Từ bảng 1 có thể nhận thấy, sự 

khác nhau giữa tính toán của chúng tôi 

và các giá trị thực nghiệm (Frost et al., 

2023; McHardy et al., 2024) nhỏ hơn 

5%. 

Bảng 1: Module nén khối 0K  và đạo hàm bậc nhất của module nén khối theo áp 

suất 1K  của Rh xác định bằng phương pháp thống kê moment (PPTKMM) và các giá 

trị thực nghiệm 

 0K (GPa) 
0K  

1K  
1K  

PPTKMM 250,12 - 5,23 - 

Frost và cộng sự 241,3 (65) 3,66% 5,34 2,06% 

McHardy và cộng sự 257(2) 2,68% 5,44(8) 3,86% 

Trên hình 2, chúng tôi biểu diễn 

sự phụ thuộc áp suất (đến 50 GPa ở 

nhiệt độ phòng) của MSD của kim loại 

Rh. Từ hình vẽ có thể nhận thấy, MSD 

giảm rất nhanh theo áp suất, đặc biệt là 

vùng áp suất dưới 10 GPa. Độ dốc 
2d u dP  của đường MSD trong 

khoảng áp suất 0–10 GPa là 
53,6211 10− Å2/GPa; và trong toàn 
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khoảng 0–50 GPa là 52,2742 10−  

Å2/GPa. Trong gần đúng bình phương 

tối thiểu, đường cong MSD trong tính 

toán của chúng tôi có thể được làm 

khớp bằng hàm bậc ba theo P như sau 
3 5

7 2 9 3

2 3,2831 10 4,0649 10

5,1298 10 3,3371 10

u P

P P

− −

− −

 − 

 

=

+ −

 (Å2). Ở đây chú ý rằng, do chưa có các 

nghiên cứu về ảnh hưởng của áp suất 

đến MSD của Rh, phép so sánh được 

chúng tôi bỏ qua. Và kết quả nghiên 

cứu về ảnh hưởng của áp suất đến MSD 

của Rh có thể được sử dụng làm tài liệu 

tham khảo cho các thí nghiệm DAC ở 

áp suất cao trong tương lai. 

 

Hình 2: Độ dịch chuyển trung bình bình phương của kim loại Rh dưới áp suất 

Sử dụng giá trị MSD thu được của 

kim loại Rh, trên hình 3 chúng tôi biểu 

diễn ảnh hưởng của áp suất đến hệ số 

Debye-Waller ( )2exp k u−  với các 

giá trị k khác nhau. Hệ số Debye-Waller 

( )2exp k u−  thường được sử dụng 

trong vật lý chất rắn để mô tả sự suy 

giảm tán xạ tia X hoặc tán xạ neutron 

có trật tự do chuyển động nhiệt gây ra. 

Có thể thấy, hệ số Debye-Waller tăng 

chậm theo áp suất. Điều này trái ngược 

với ảnh hưởng của nhiệt độ đến hệ số 

Debye-Waller. Ngoài ra, với giá trị k 

càng lớn, ảnh hưởng của áp suất đến hệ 

số Debye-Waller càng rõ ràng. Cụ thể 

là, trong khoảng áp suất 0-50 GPa, sự 

thay đổi của hệ số Debye-Waller với k 

= 2 Å-2 và k = 6 Å-2 tương ứng là 0,2% 

và 0,7%. 

 
Hình 3: Ảnh hưởng của áp suất đến hệ số Debye-Waller ( )2exp k u−  của Rh 
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4. Kết luận 

Trong bài báo này, sử dụng phương 

pháp thống kê moment có kể đến đóng 

góp phi điều hòa do dao động nhiệt của 

mạng tinh thể, chúng tôi đã nghiên cứu 

phương trình trạng thái và hệ số Debye-

Waller phụ thuộc áp suất của Rh đến 50 

GPa. Kết quả tính số của chúng tôi cho 

thấy sự phụ thuộc mạnh của cả thể tích 

tương đối (hay tham số mạng) và MSD 

của Rh vào áp suất, đặc biệt là vùng  

nhỏ hơn 10 GPa. Phương pháp thống kê 

moment tái hiện chính xác phương trình 

trạng thái cho Rh, phù hợp với các phép 

đo DAC trước đây lên đến 50 GPa 

nhưng có sự sai lệch nhỏ so với phép đo 

đốt nóng bằng laser gần đây. Kết quả 

nghiên cứu về ảnh hưởng của áp suất 

đến MSD của Rh có thể được sử dụng 

làm tài liệu tham khảo cho các thí 

nghiệm ở áp suất cao trong tương lai. 

Ngoài ra, chúng tôi cũng suy ra module 

nén khối 0 250,12K = GPa và đạo hàm 

bậc nhất theo áp suất K1 = 5,23 của Rh 

bằng cách làm khớp phương trình trạng 

thái của chúng tôi với phương trình 

trạng thái Vinet. 
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ABSTRACT 

Equation-of-state of Rh metal has been studied using the statistical moment 

method taking into account the anharmonicity caused by thermal lattice vibrations. 

Numerical calculations have been carried out for Rh metal up to a pressure of 50 

GPa. The bulk modulus 0 250.12K = GPa and its first pressure derivative at zero 

pressure 1 5.23K = are obtained by fitting our derived equation-of-statewith the Vinet 

equation-of-state. Furthermore, we also investigate the pressure effects on the 

atomic mean-squared displacement corresponding to the Debye-Waller factor of Rh. 

Our theoretical calculations indicate the strong reduction of the relative volume 

change and Debye-Waller factor of Rh when pressure increases, particularly at 

pressure below 10 GPa. 

Keywords: equation-of-state, Debye-Waller factor, statistical moment method, 

high pressure, Rh 


